
nen. Die Bildungsreaktionen dieser Kerne haben sehr 
kleine Wirkungsquerschnitte, so daB nur wenige Atome 
dieser Elemente entstehen werden, welche sich wahr- 
scheinlich nur physikalisch identifizieren lassen werden 
(Registrierung der Zerfallsprodukte in Kernphotoplat- 
ten oder Glasdetektoren). Eine Massenzahlbestimrnung 
ist nach Ghiorso [62] durch Flugzeitmessung oder mas- 
senspektrometrische Trennung der primaren RiickstoB- 
atome denkbar. Bei der Zuordnung der Massenzahlen 
fur die schwersten Kerne ist man heute noch weitgehend 
auf Analogieschlusse angewiesen. Eine chemische Ab- 
trennung der schwersten Elemente wird wegen der kur- 

Zen Halbwertszeiten auBerst schwierig, vielleicht sogar 
unmoglich sein. 
Die Daten iiber Herstellungsbedingungen und Stabili- 
tat der schwersten Kerne wurden weitgehend durch Ex- 
trapolation gewonnen, so daB Folgerungen zumindest 
zum Teil als hypothetisch anzusehen sind. Trotz allem 
besteht berechtigte Hoffnung, die Liste der heute be- 
kannten Elemente noch zu erweitern. 

Herrn Prof. Dr .  W. Seelmann-Eggebert bin ich f u r  zahl- 
reiche Hinweise und Diskussionsbemerkungen zu Dank 
verpflichtet. 
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Es werden Theorien und Modelle besprochen, mit deren Hive Fliissigkeitseigenschaften 
berechnet werden konnen. Nicht diskutiert werden Methoden, welche Cluster-Integrale 
oder radiale Verteilungsfunktionen zu Hive nehmen. Die der Zelltheorie sowie der Tunnel- 
theorie und der signifikanten Strukturtheorie zugrundeliegenden Prinzipien werden behan- 
delt und die Vorteile jeder der drei Theorien untersucht, indem theoretische und experimen- 
telle Werte des Drucks, des Molvolumens, der Kompressibilitat und der UberschuJ-Entro- 
pien realer Fliissigkeiten verglichen werden. - Die thermodynamischen Eigenschaften einer 
zweidimensionalen Fliissigkeit aus ,,harten Scheiben" und einer dreidimensionalen Fliissig- 
keit aus ,,harten Kugeln" werden ebenfalls berechnet. - Es ergibt sich, daJ die signifikante 
Strukturtheorie in allen Fallen die besten Resultate liefert. 

Vorbemerkung [**I 

Fur den Chemiker ist eine vertiefte Kenntnis der Eigenschaf- 
ten der Aggregatzustande auch nach der theoretischen Seite 
hin nutzlich. ErfahrungsgemaB ist dem Chemiker der rech- 
nerische Umgang mit den dabei verwendeten Molekulmo- 
dellen aber nicht so vertraut wie dem Physikochemiker. 
Darurn seien einige Bemerkungen iiber das Prinzipielle 
vorangestellt. Gerade wegen der Mittelstellung des flussi- 
gen Aggregatzustands zwischen geordneter Festphase und 
ungeordneter Gasphase erfordert die rechnerische Behand- 
lung des fliissigen Zustands spezielle vereinfachende Struktur- 
modelle. 

(Bei Gasen ist die Verwendung spezieller Molekiilmodelle 
besser bekannt, z. B. zur Berechnung des zweiten Virial- 
koeffizienten. - Aber auch die Koeffizienten der Transport- 
phanomene kiinnen nur ermittelt werden, wenn spezielle An- 
nahmen uber die Molekulmodelle gemacht werden.) 

1111 wesentlichen unterscheiden sich die Fliissigkeitsmodelle 
durch ihre Potentialfunktionen, die eine Angdbe iiber die rnit 
dem Abstand variierenden Anziehungs- und AbstoBungs- 
krafte der Molekule niachen. Auf diese Weise werden die 
sogenannten 6,12-Potentiale oder auch das Kasten-Potential 
eingefuhrt. Ein ,,hartes" Modell ist dadurch ausgezeichnet, 
daB das Abstohngspotential unendlich groR wird, wenn sich 
ein zweites Molekul einem betrachteten Molekul bis auf den 

[*I Gegenwartige Adresse: Department of Chemistry, University 
of California, La Jolla, Calif. (USA). 
[* *] VerfaBt vorn ubersetrer zur Herausstellung der prinzipiellen 
Methodik des hier behandelten Arbeitsgebietes. 

Abstand des Molekuldurchmessers nahert ; fur dieses Modell 
ist das Anziehungspotential Null. 
Fur Flussigkeiten werden ini folgenden zwei Potentialmodelle 
diskutiert, das 6,12-Potential nach Lennard-Jones und das 
Potential einer ,,harten" Kugel. 
Fur jedes der beiden Modelle werden drei Annahmen iiber 
die spezielle Struktur der Fliissigkeiten gemacht. 

1 .  Die Z e l l t h e o r i e ,  bei der die Nachbarteilchen eines zen- 
tralen Molekiils als uber eine Kugel von gegebenem Radius 
gleichmaBig ,,verschniiert" angesehen werden. 

2. Die T u n n e l t h e o r i e ,  die eine Modifizierung der Zell- 
theorie fur ei ne Dimension darstellt. 

3. Die , ,s ignif ikante"  S t r u k t u r t h e o r i e ,  die der Flussig- 
keit festkorperahnliche und gasiihnliche Freiheitsgrade zu- 
ordnet. Hierbei werden allein diejenigen Bereiche des Phasen- 
raurns berucksichtigt, die maximale Beitrage zum Zustands- 
integral liefern. 
Der Versuch, Gase und Flussigkeiten mit verschiedenen 
Potentialmodellen zu beschreiben, erweist aber bereits eine 
Erfahrungstatsache: Die meisten Stoffeigenschaften zeigen 
sich bei geeigneter Wahl der Parameter als relativ unempfind- 
lich gegeniiber dem benutzten Potentialmodell. 
In dieserArbeit uber Flussigkeitstheorien werden die Potential- 
modelle mit verschiedenen Annahmen uber die Flussigkeits- 
strukturen an Hand der kritischen Konstanten fur Neon, 
Argon, Stickstoff und Methan diskutiert. AuRerdem werden 
die Werte der Schmelz-Energie und Schmelz-Entropie fur 
Argon berechnet. 
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A. Einfiihrung 

In dieser Arbeit sollen die Gittertheorien, die zur Be- 
schreibung des fliissigen Zustands entwickelt wurden, 
dargelegt werden. Hierher gehoren die Freie-Volumen- 
oder Zelltheorie [1,2], die Tunneltheorie [3 J, welche die 
Zelltheorie verbessert, und die signifikante Struktur- 
theorie der Flussigkeiten [4]. Die beiden ersten Theorien 
legen mehr Wert auf eine prinzipielle Beschreibung des 
Problems [S, 61, wahrend die letzte offensichtlichere phy- 
sikalische Bedeutung hat. In allen drei Theorien werden 
Annahmen beziiglich der Zustandssumme ZN gemacht, 
die mit der Helmholtzschen Freien Energie A durch 
Gleichung ( I )  verkniipft ist. 

durfen, wobei der Kugelradius dem Abstand a zum 
nachsten Nachbarn entspricht. Dafur lautet die Ver- 
teilungsfunktion (Zustandssumme) Z, gemal3 Gleichung 
(3), mit h = h/(2nmkT)~~, J(T), der Verteilungsfunktion 
fur die inneren Freiheitsgrade eines Molekuls, und dem 
freien Volumen vf [GI. (4)]. 

In Gleichung (4) bedeutet Wechselwirkungsenergien 
zwischen zwei Teilchen. 

11. Tunneltheorie 
A = -kT In ZN (1) 

Thermodynamische GroBen wie Druck P, lnnere Ener- 
gie E und Entropie S konnen aus der Helmholtzschen 
Freien Energie A abgeleitet werden: 

Zunachst wollen wir die For mulierungen fur ZN in den 
verschjedenen Theorien sowie die Voraussetzungen dazu 
besprechen. Dann werden die daraus folgenden Zahlen- 
werte mit den experimentellen Werten verglichen. 

B. Theorien 

I. Die Zelltheorie oder Freie-Volumen-Theorie 

Die Zelltheorie wurde von Eyring und Hirschfelder [l] 
sowie von Lennard-Jones und Devonshire [2] entwickelt. 
Diese Autoren nehmen an, dal3 ein Molekiil in einer 
Flussigkeit die meiste Zeit in einer Zelle weilt, die durch 
im Gleichgewichtszustand festgehaltene Nachbarmole- 
kuie gebildet wird. Ferner wird - um die Berechnung des 
freien Volumens zu vereinfachen - angenommen, da8 
die z nachsten Nachbarn als gleichmal3ig uber eine 
Kugeloberflache ,,verschmiert" beschrieben werden 

~ 

[I] H. Eying,  J. chem. Physics 4,  283 (1936); H .  Eyring u. J.  0.  
Hirschfelder, J. physic. Chem. 41, 249 (1937). 
[2] J.  E. Lennard-Jones u. A. F. Devonshire, Proc. Roy. SOC.  
(London) A 163. 53 (1937). 
[3a] J. A. Barker in J. S. Rawlinson: The International Encyclo- 
pedia of Physical Chemistry and Chemical Physics. Topics 10, 
The Fluid State. Vol. 1, Lattice Theories of Liquid State. McMil- 
Ian Comp., New York 1963. 
[3b] J. A. Barker, Proc. Roy. SOC. (London) A 259, 442 (1961). 
[4] H. Eyring u. T. Ree, Proc. nat. Acad. Sci. USA 47, 526 (1961); 
H. Eyring u. R .  P.  Marchi, J.  chem. Educat. 40, 526 (1963); 
H. Eyring, 7'. S. Ree u. T. Ree, Int. J. Engng. Sci. 1, im Druck. 
[ 5 ]  J.  G.  Kirkwood, J. chem. Physics 18, 380 (1950). 
[6] H.  S. Chung u. J.  S .  Daliler, J. chem. Physics 40, 2868 (1964). 

Die Tunneltheorie ist eine Zelltheorie fur eine ein- 
dimensional ungeordnete Zelle und wurde von Bar- 
ker [3] vorgeschlagen. An Stelle eines Molekuls im 
Innern einer Zelle wird bei der Tunneltheorie ange- 
nommen, dal3 sich eine ganze lineare Anordnung 
von Molekulen in einem Tunnel befindet. Die Zu- 
standssumme oder das Zustandsintegral ist das Pro- 
dukt der Verteilungsfunktionen fur longitudinale und 
transversale Bewegungen. Die Verteilungsfunktion (5) 
fur die Longitudinalbewegung ist eindimensional 

2 

und kann exakt berechnet werden, wobei U ( x ) die 
potentielle Energie des eindimensionalen Systems 
von M Molekiilen der Lange 1.M ist. Wenn K sol- 
cher Tunnel in einem System existieren, dann wird 
die Verteilungsfunktion rnit Z$ wiedergegeben. 
Die Zustandssumme fiir die Transversalbewegung kann 
in Termen einer ,,freien Flache" af berechnet werden, die 
vollstandig analog zum ,,freien Volumen" im Zellmodell 
ist. Deshalb lautet die gesamte Zustandssumme (6) 

ZN = A-3N [a,*exp (- s) IN. Z E  [J(T)IN (6) 

mit 
+ +  + 

af = Jexp{-[V(r)-V(a)]/kT)dr (7) 

In Gleichung (7) ist V(7) die potentielle Wechselwir- 
kungsenttrgie eines gegebenen Molekuls in einer Ent- 
fernung F' von der Tunnelachse. Die Summation er- 
streckt sich dann iiber alle Molekiile mit Ausnahme der- 
jenigen innerhalb des Tunnels. 

111. Die signifikante Strukturtheorie der Flussigkeiten 141 

Die von uns entwickelte signifikante Strukturtheorie der 
Fliissigkeiten lauft darauf hinaus, a priori diejenigen 
Bereiche des Phasenraums auszuwahlen, die den grol3ten 
Beitrag zum Zustandsintegral liefern, und die ubrigen 
Bereiche des Phasenraums zu vernachlassigen. Die 
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,,signifikanten" Strukturen, die wir fur den flussigen Zu- 
stand gewahlt haben, sind die drei folgenden : 
(a) Festkorperahnliche Freiheitsgrade, 
(b) Eine Konfigurationsentartung, verbunden mit fest- 
korperahnlichen Freiheitsgraden, 
(c) Gasahnliche Freiheitsgrade fur Molekule, die Leer- 
stellen in festkorperahnlichen Bereichen hervorrufen. 
Unter der Annahme, daB die Bindungsenergie der Flus- 
sigkeit den festkorperahnlichen Freiheitsgraden allein 
zugeordnet werden kann, ist der Bruchteil der festkor- 
perahnlichen Freiheitsgrade VJV. V, ist das Volumen 
des Festkorpers am Schmelzpunkt und V das Flussig- 
keitsvolumen. Dann folgt die Verteilungsfunktion (8). 

nh ist vermutlich proportional zur Gesamtzahl der Lo- 
cher in der Flussigkeit, und es gilt 

nh = n(V-V,)/V, (9) 

Um eine entartete Position zu besetzen, ist eine zur 
Gitterenergie E, proportionale Energie E, notwendig; 
diese Energie ist zudem umgekehrt proportional zu nh. 
Es folgt Gleichung (lo), 

so = a'EcVs/(V-V,) (10) 

in der a' eine Konstante ist. In Gleichung (8) sind Z, und 
Z, die Zustandsintegrale fur den Festkorper bzw. das 
Gas. 

C. Berechnungen 

Urn numerische Ergebnisse zu erhalten, werden wir 
zwei spezielle Potentialfunktionen in die Zustands- 
gleichungen einfuhren : 

I. Das 6- 12-Potential nach Lennard-Jones 

Fur die Wechselwirkung einfacher spharischer Teilchen 
wie Argon ergibt sich die potentielle Energie q'" (7) nach 
dem 6- 12-Model1 von Lennard-Jones. 

Hierbei sind E undo die nach Hirschfelder [7] tabellierten 
Energien bzw. Abstande. Mit dem 6- 12-Potential wird 
die Verteilungsfunktion fur die drei Theorien folgender- 
maBen dargestellt : 

1. Zelltheorie 

Fur hexagonal dichteste Kugelpackung gilt : 

z =  12 

V/N = a3/v2 1 

[7] J .  0 .  Hirschfelder, C. F. Curtiss u. R.  V. Bird: Molecular 
Theory of Gases and Liquids. John Wiley, New York 1964, 
S. 1110-1113, 1212-1215. 

Mit G1. (11) und (12) ergeben sichY" (a) und vf in Glei- 
chung (3) zu 

] (13 )  2 

und 

wobei 

und 

v f =  2 (V,") G, 

v *  = V/No3 

0,30544 

(14) G = y"' exp{-z[~(y)-~(a)l/kT}dy 
0 

Der Ausdruck Y(y)-Y"(a) in Gleichung (14) wird dar- 
gestellt durch 

wobei 
1 

L(y)=t(y)+-l  - y  + - r  - - y  
128 ( i  ) 7:9 ( i  1 

1 2 
M(Y) = m(y) + ~ 16 - m  (i - y ) + - 27 m (+') 

y = ( + j 2  

In den Gleichungen (13) und (15) werden auch Wechsel- 
wirkungen berucksichtigt, die nicht von unmittelbaren 
Nachbarn herruhren. Dann erhalt mit Gleichung (1) die 
thermische Zustandsgleichung fur die Zelltheorie die 
Form (17), wobei T* = kT/c ist. 

Der ,,UberschuB" einer GroDe ist als Differenz zwischen 
realer und idealer GroRe definiert. Die reduzierte Uber- 
schuR-Entropie betragt SD SE/Nk und die reduzierte 
UberschuR-Energie EE/N&. Fur die Zelltheorie erhalt 
man aus den Gleichungen (2) und (3) 

und 

In den Gleichungen (18) und (19) bedeuten: 

gL = 1 y112 L(~)exp{-[Y(y)-Y(a)l/kTJd~ 
0,30544 

0 

(20) 

0 I gM = ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ y 1 / z  M(y)exp{-[Y(y)-'F(a)]/kT}dy 

Die Werte f i i r  G, g, und gM wurden von Wentorf tabel- 
liert [8]. 

[S]  R.  H, Wentorf, R.  J. Buehler, J .  0 .  Hirschfelder u. C. F. Cur- 
tiss, J. chem. Physics 18, 1484 (1950). 
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2. Tunnel  t h e  o r  ie 

Die eindimensionale, nach Gleichung (5) definierte Zu- 
standsgleichung kann geschrieben werden als: 

3. S ign i f ikan te  S t ruk tu r theo r i e  
der  Flussigkeiten 

Fur einfache Flussigkeiten [*I folgt das Zustandsintegral 
aus der Strukturtheorie geniaB Gleichung (30). 

Die ersten beiden Klammerausdriicke der Zustands- 
-. 1 In(ZMhM)= AI * - + -  00003  

N RT ;* [ ' (:)"- 0,0173 ( )6] '21) 

funktion entsprechen dem ,,Festkorper"-Term, der letzte 
Ausdruck dem ,,Gas"-Term. Hierbei ist J(T) die Zu- 
standssumme fur die inneren Freiheitsgrade. E, ist die 

Der zweite Term auf der rechten Seite von Gleichung 
(21) enthalt die Helmholtzsche Freie Energie fur die 

Wechselwirkung nicht-nachster Nachbarn, der erste 
Term die Helmholtzsche Freie Energie der Wechsel- 
wirkung nachster Nachbarn. Es ist 

Konfigurationsenergie und kann durch Gleichung (3 1) 
ausgedruckt werden. 

(22) 

Die Wechselwirkungsenergie nach Gleichung (1 1 )  ist fur 
den kleinsten Teilchenabstand a im Festzustand am 
kleinsten. Wir erhalten dann 

2 W a =  a (32) 

PI ist der eindimensionale Druck, der mit dem zwi- 
schenmolekularen Abstand I durch Gleichung (23) ver- 
kniipft ist. 

S a x  exp{ -[r(x)+Plx] jkT}dx 

j OOexp{-[ Y(x)+Plxj jkT)dx 

0 
[ = -~ 

0 

Gleichung (32) gibt, auf die hexagonal dichteste Kugel- 
(23) packung angewendet, Beziehung (33). 

Vs = Na3/v2- = Na3 (33) 

Dabei wird eine hexagonal dichteste Kugelpackung mit 
Gitterabstand a angenommen, urn V(a) und af in Glei- 
chung (6) zu ermitteln. Dann ergeben sich mit den Glei- 
chungen (26) bis (27b) die Beziehungen (24) und (25). 

0 in Gleichung (30) ist die charakteristische Temperatur 
iach Einstein: 

hv h 1 k, 
k - k 5; ( m i  

@ =  - '34) 

v =  v3 a21 
N 2  (24) Die Kraftkonstante k, 1aBt sich mit Hilfe des 6-12- 

Potentialmodells durch Gleichung (35) annahern. 

V(a)!kT == 4,652C -- 1,925B (25) 
krr2/2 w Z [Y(r)-Y(a)] (35) 

S = 27r j0'52exp - 1 V(y) kT--] -V f a) ydy 

0 

y = ria 

Damit wird 
(26) 

Die GroBen n und a' in den Gleichungen (9) und (10) 
betragen 10,7 bzw. 0,0052 fur einfache Flussigkeiten und 
konnen auf folgende Weise bestimmt werden: 

Nahe dem Schmelzpunkt wird der Bruchteil der z nach- 

(27a) 

(27b) 

sten Nachbarpositionen, die fur die Belegung zur Ver- 

ziehung (37). V, ist das Fliissigkeitsvolumen bei der 

Aus den G1eichungen (I), (6) und (21) (27b) erhalt fugung stehen, gleicn z(V,,-V,)/Vm. Es gilt also die Be- 
man die thermische Zustandsgleichung (28). 

Schmelztemperatur. 

z(Vm-VsW, = (zVsjVm) (Vm-VsYVs = n (Vm-Vs)/vs (37) 

Fur einfache Fliissigkeiten, die am Schmelzpunkt gegen- 
uber dem Festkorper ein ungefahr um 12% groBeres 
Volumen haben, erhalt man so 

PV = ~ l V 4  ( G) (20,938 + 9 -:I - TX 1 ( V '  ,,?) 2 (23,880 + 6 
N k T  T *  

0,3497 Vb -1/3 2 
(28) + + v )  + 3  

Hierbei wurde 1 =a = cs (2v/1/3 VJ'3 gesetzt. Die Werte 
fur S, S,, Sc und W sind von Barker [3b] tabelliert 

n = zV,/V, = 12/1,12= 10,7 . (38) worden. 

. . 

(29) [*I Unter ,,einfachen" Fliissigkeiten versteht man z.  B. fliissiges 
Nz, Clz, F2 und CH4. 

a s  kT 
PI5 

S ----,  und W =  
as 

Vb = Na3, S - 
B - 3 B '  c -  3C 
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Nun wird die Proportionalitatskonstante a' berechnet. 
Bei der Besetzung einer Lucke in einer Fliissigkeit kon- 
kurrieren die Nachbarn dieser Liicke miteinander. Ein 
Molekiil kann andere von einer Lucke fernhalten, sofern 
es unter hoherem Druck steht, d.h. wenn seine Trans- 
lationsenergie groRer als die seiner Nachbarn ist. Die 
durchschnittliche translatorische kinetische Energie 
eines fester1 Molekiils ist (3/2)kT. Wenn sich ein Molekiil 
fur die gleiche Zeitdauer auf jeder von Lwei Nachbar- 
positionen aufhalten kann, so wird die Energiedichte 
auf die Halfte reduziert und der effektive Druck gleich- 
falls. Wenn nun ein Nachbarmolekiil andere Nachbarn 
rnit inittlerer kinetischer Energie von einer Lucke fern- 
halten will und dabei seine alte Position beibehalt, dann 
mul3 eine Energie von (3/2)kT fur die Besetzung der 
alten Position und eine Energie von (1/2) (3/2)kT zum 
Freihalten der Liicke aufgebracht werden. Da (3/2)k 
nahezu die Schmelzentropie eines festen Edelgases ist, 
und da ferner (3/2)kT nahezu der Schmelzenergie Em/N 
entspricht, kann die Naherungsgleichung (39) verwendet 
werden. 

(39) 

4. Resu l t a t e  

In den Abbildungen 1 und 2 vergleichen wir den redu- 
zierten experimentellen Dampfdruck (P* = Po~/E) und 
das reduzierte experimentelle Volumen (V*) fur ein- 
fache Fliissigkeiten wie Ne [9, lo], Ar [l l] ,  N2 [9,12] 
und CH4 [I 1,121 mit den aus den drei Theorien berech- 
neten Werten. 

I I I 

08  10 12 I 4  16 
m I/T*- 

Abb. 1. Experimentelle und berechnete reduzierte Drucke, aufgetragen 
gegen die reziproke reduzierte Temperatur. Kurve I: Tunneltheorie; 
Kurve 11: Zelltheorie; Kurve 111: Signifikante Strukturtheorie. 

Der Faktor (n-l)/z ruhrt daher, daB (n-1) konkurrie- 
rende Molekule je einen Bruchteil l/z zur Liickenbil- 
dungsenergie (1/2) (3/2)kT beisteuern. Auf der rechten 
Seite von Gleichung (39) ist die Naherung (39a) beriick- 
sichtigt worden. 

Em FZ Ec(Vnl-VsWm (39a) 

Es folgt dann Gleichung (40): 

n-1 1 Vm-V, Vm-V, 
z 2 Vm V, 

a'= ~~ = 0,0052 (40) 

Mit einer Kombination der Gleichungen (31), (32), (33), 
(36), (38), (40) und (30) und unter Verwendung der 
Stirlingschen Naherungsformel fur [N(V-V,)/N]! er- 
halten wir 

Druck, uberschul3-Entropie und uberschuI3-Energie 
fur die spezielle Strukturtheorie von Fliissigkeiten kon- 
nen aus diesem Zustandsintegral(41) gewonnen werden : 

-0,0436 
T*(V*-I) 

1 + 10,7(V*-I) exp ~ 

8,388 InV* 3 = I -  - In PV 
N kT V*T*+ V* 2V* 35,Ol V* 

0,436 + T*(V*-I) 
(42) ~~~~~~ .. 

10,7 + ~~~ -~ ~~ .. 
T*(V*-1) lO,7(V*-l) + exp[0,436/T*(V*-l)] 

0,4665 
~~~ exp-[0,0436/T*(V*-I)] 
T*V* (43) 

~~ ~ 

- 

35.01) 0 5 InV* 
T* ) +  v *  I - - v *  - 1 ' 5 ~ n (  V* 

und 

(44) 
EE 8,388 15T* [0 4665/V*]exp - [0,0436/T*(V*-l)J 
NE V* V* 1 + 10,7(V*-l)exp - [0,0436/T*(V*-l)] 
-=---+ +L - 

T*-- 

Abb. 2. Experimentelle und berechnete 
reziproke reduzierte Molvolumina. auf ge- 
tragen gegen die reduzierte Temperatur. 
Kurve I :  Tunneltheorie; Kurve 11: Zell- 
theorie; Kurve 111: Signifikante Struktur- 
theorie. 

Aus der Zelltheorie und der Tunneltheorie ergeben sich 
Dampfdruck und Volumen folgendermaBen : Das Vo- 
lumen der fliissigen Phase beim Druck Null wird er- 
halten, indern man in den Gleichungeii (17) und (28) P 
gleich Null setzt und nach V* auflost. Irn Gleichgewicht 

[9] C. D. Hodgman: Handbook of Chemistry and Physics. 41. 
Aufl. Chemical Rubber Publishing Co., ClevelandiOhio, 1959 bis 
1960, S. 612, 616, 21 18, 2345 und 2353. 
[lo] E. A. CVashbirrt7: International Critical Tables. McGraw- 
Hill, New York 1926, Bd. 3, S. 20, 203. 
[l I] F. Din: Thermodynamic Functions of Gases. Butterworths, 
London 1961/62. 
[ 121 Landolt-Bornstein, Physikalisch-chemische Tabellen. Sprin- 
ger, Berlin 1923. Bd. I, S. 277, 282; Bd. 11, S. 1336, 1354. 
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zwischen einer FIussigkeit und einem Dampf mu13 die Tabelle 1. Aus den Theorien vorausgesagte und experimentell 
errnittelte Eigenschaften am Schmelzpunkt. Gibbsche Freie Energie F beider Phasen gleich sein: 

1 Red. 1 Red. 1 Red. 1 Red. 

Experimentelle Mittelwerte fur 

Signifikante Strukturtheorie 
Tunneltheorie 
Theorie nach Lennard-Jones 

Ne, Ar, N2. CH4 

und Devonshire 

Hierbei sind 

Fi- A[+ Pi V1 

1,277 

1,306 
1,07 
1,30 

und 

F, = A, + PI V, 

3,36 
1.8 
1.77 

(die Indizes ,I" und ,,g" bezeichnen die flussige bzw. 
gasformige Phase). 
Wenn fur den Darnpf das ideale Gasgesetz gilt, folgt 

0,362 
0.6 
0,591 

Mit den Gleichungen (45) und (46) erhalt man Glei- 
chung (47), wobei die Bedingung V, 3 VI eingefuhrt 
worden ist. 

(47) 

Dampfdruck und Volumen nach der signifikanten Struk- 
turtheorie erhalt man so: Im allgemeinenwird,wenn man 
die Helmholtzsche Freie Energie A gegen V* auftragt 
und Gleichung (1) und (41) verwendet, eine Kurve mit 
zwei Minima fur die feste und die flussige Phase ge- 
wonnen wie die lsotherme in Abbildung 3 zeigt. Aus der 

Abb. 3. Verlauf der reduzierten Helmholtzschen Freien Energie in 
Abhangigkeit vom reduzierten Molvolumen (Isotherme). 

Neigung der gemeinsamen Tangente an die beiden Kur- 
venbereiche, die zur fliissigen bzw. gasformigen Phase 
gehoren, folgt der Dampfdruck. Der Tangentenpunkt 
nahe dem Minimum, das zur fliissigen Phase gehort, gibt 
das Flussigkeitsvolumen an, der Beruhrungspunkt bei 
grol3erem Volumen das Dampfvolumen. Die Schmelz- 
temperatur ist die Temperatur, bei der die Neigung der 
gemeinsamen Tangente an die Minima fur den festen 
und den fliissigen Bereich P* = 0318 betragt, d.h. bei 
P = 1 atm. In Tabelle 1 werden die aus der signifikanten 
Strukturtheorie folgenden Schmelzeigenschaften mit den 
experimentellen Daten fiir flussiges Argon verglichen 
[3a]. Die Ergebnisse nach den beiden anderen Theorien 
werden fur T* = 0,70 ebenfalls aufgefuhrt. In den Spalten 
4 und 5 der Tabelle 1 werden die berechneten reduzierten 
UberschuB-Entropien und -Energien bei Schmelztem- 

Schmelz- Vo- UberschuB- Methode 
lumen Entropie 1 FFp' I V* 1 SE/Nk 

Signifikante Struk. 
turtheorie 

Tunneltheorie 
Fliissiges Argon 
Theorie nach 

Lennard- Jones 
und Devonshire 

Festes Argon 

0,711 

0,701 

0,701 

1,159 

1,184 
1,178 
1,037 

1,035 

--3,89 

-4,s 
-3,64 
-5,51 

-5.53 

UberschuB. 
Energie 
EE/Ne 

-6.19 

-5,9 
-5,96 
-7.32 

-7.14 

peratur den entsprechenden experimentellen Werten fur 
flussiges Argon gegenubergestellt [3a 1. Der Vergleich der 
Werte nach der Zelltheorie und fur festes Argon besta- 
tigt, da13 die Zelltheorie eher einer Theorie fur iiber- 
hi tz te  Festkorper  als einer Fliissigkeitstheorie ent- 
spricht. 
Die krit ischen Konstanten erhalt man, wenn man die 
Bedingungen 

und 

(APjbV), - 0 

@2P/av2), = 0 

berucksichtigt. In Tabelle 2 werden die kritischen Kon- 
stanten fur die drei Theorien mit den experimentellen 
Werten einfacher Flussigkeiten verglichen [13]. Die 
ubereinstimmung zwischen den Experimenten und der 
speziellen Strukturtheorie ist weit besser als fur die 

Tabelle 2. Experimentell bestimmte und nach den Theorien 
berechnete kritische Konstanten. 

0,141 
0,37 
0,434 

beiden anderen Theorien. Die Werte nach der Tunnel- 
theorie stimmen etwas schlechter mit den Experimenten 
uberein als die der Zelltheorie. Mit ziemlicher Sicherheit 
ist die Ursache in der nach der Tunneltheorie lediglich 
als eindimensional angenommenen Bewegung zu suchen. 

11. Das Potential einer unelastischen Kugel 

Das Potential einer unelastischen (harten) Kugel hat die 
in Gleichung (48) angegebenen Grenzwerte (d = Mole- 
kuldurchmesser). Dieses zwischenmolekulare Potential 

@(r) = 03 r < d  
@(r)= 0 r 3 d (48) 

ist von groBem theoretischem Interesse, weil die auf ihm 
beruhenden Berechnungen relativ einfach sind und weil 
man mit Computern nach der Monte-Carlo-[14] und der 

[13] T. L. Hill: Statistical Mechanics. McGraw-Hill, New York 
1956, S. 398. 
[14] W. W. Wood, F. R. Parker u. f. D. Jacobson, Nuovo Ci- 
mento Suppl. 9, 133 (1958). 
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Molekulardynamik-Methode [15] fur Systeme aus ,,har- 
ten" Kugeln oder ,,harten" Scheiben Daten berech- 
nen kann. Deshalb liefert dieser Potentialansatz eine 
gute Moglichkeit, die Fliissigkeitstheorien zu prufen. 

af= x(a-d)z (56) 

So resultiert 
= A-3"[x(a-d)2Cr-d)e]N (57) 

Fur die Tunneltheorie lauten d a m  die thermische Zu- 
standsgleichung und die Gleichung fur die oberschuil3- 
Entropie 

1. Zell theorie 

Fur ,,harte" Kugeln wurde das freie Volumen eines 
Teilchens einer Kugel vom Radius (a-d) entsprechen. 
Dazu wurde die Naherung mit ,,verschmierten" Nach- 
barteilchen verwendet (vgl. Abschn. B.1). Gleichung(3) 
geht dann in Gleichung (49) uber. 

und 

(49) In den Gleichungen (58) und (59) wurde die Bedingung 

Die thermische Zustandsgleichung und die Gleichung 
fur die UberschuB-Entropie lauten dann 

eingefuhrt. 
Die Gleichung (60) erhalt man, indem man den Extrem- 
wert des Ausdrucks (57) unter der Nebenbedingung (24) 
ermittelt. 

3. Die signifikante S t ruktur theor ie  

1 - PV 
NkT - 1-( V 7 q f i 3  

und 

Henderson [16] benutzte fur Z, in Gleichung (8) die Zu- 
standssumme nach der Zelltheorie an Stelle der Ein- 
steinschen Zustandssumme. Dies ist theoretisch erlaubt, 
da die Zelltheorie besser fur metastabile Festkorper als 
fur Flussigkeiten gilt. Die Zustandssumme, das Zu- 
standsintegral, fur ,,hartel' Kugeln lautet dann 

wobei V, = Nd3/lja ~ das Molvolumen fur hexagonal 
dichteste Kugelpackung ist. 
In Analogie zur Beziehung fur ein dreidimensionales 
System erhalt man das Zustandsintegral fur ein Model1 
zweidimensionaler ,,barter" Scheiben zu 

In Gleichung (8) wurden n = 12 und V, = 1,5 V, einge- 
fuhrt; der vf-Wert fur V, = 1,5 V, wird durch Inter- 
polation der von Buehler [17] tabellierten Werte erhalten. 
Die Beziehung V, = 1,5 V, wurde von Wood und Jacob- 
son [ 141 sowie Alden und Wainwright [ 151 aus maschinel- 

Dann ergeben sich die thermische Zustandsgleichung 
und die Gleichung fur die UberschuD-Entropie zu 

und PV 
NkT 
~~ 

(54) 
len Berechnungen gewonnen. Damit mu13 man die ther- 
mische Zustandsgleichung gemail3 Gleichung (62) schrei- 
ben und die Uberschul3-Entropie gemal3 Gleichung (63). Hierbei sind X und 81, = (1/ 3 /2)Nd2 die ,,Flache" pro 

Mol allgemein, bzw. die der dichtesten Packung. 

2. Tunnel theorie  

Mit dem Potentialansatz fur ,,harte" Kugeln erhalt man 
aus Gleichung ( 5 )  die Beziehung (55). 

Wang [18] benutzte die spezielle Strukturtheorie zur 
Berechnung des Zustandsintegrals ,,zweidimensio,ialer" 
Scheiben : 

Z M =eM(l-d)M ( 5 5 )  

AuSerdem fuhrt af in der Beziehung fur Z, [vgl. G1. (6)] 
unter Annahme ,,verschmierter" Nachbarteilchen auf 
Gleichung (56). 

- 

[I51 B. J.  Alder u. T. E. Wainwright, J.  chem. Physics 27, 1208 
(1957); 31,459 (1959); 33, 1439 (1960); Nuovo Cirnento Suppl. 9, 
116 (1958). 

____ 
1161 D. Henderson, J. chem. Physics 39, 1857 (1963). 
[17] R .  J.  Buehler, R .  H.  Wentor% J .  0. Hirschfelder u. C .  F. Cur- 
tiss, J. chern. Physics 19, 61 (1951). 
[IS]  Y. Wang, T. Ree, T.  S. Ree u. H .  Eyring, J. chern. Physics 
42, 1926 (1965). 
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VI ist als die ,,Flache" eines ,,Mols einer Flussigkeit har- 
ter Scheiben" angenommen worden; 91s ist die entspre- 
chende GroOe fur die feste Phase, wenn af = 0,05552a2 
und n -= 6 eingefuhrt werden. Die Gleichungen fur den 
Druck und die UberschuB-Entropie SE lauten dann 

n(zr 
NkT 

= 1 - 1,312 % In 

und 

SE 1101 
. _. - - In --:-- + 1,312 ;;- In k,02358 (6-636 (66) Nk NkT 

In den Gleichungen (65) und (66) wurde die Beziehung 
as = 1,312 'uo als Ergebnis maschineller Berechnungen 
eingefuhrt [15]. 

4. Resul ta te  

In den Abbildungen 4 und 5 werden die berechneten 
Ergebnisse fur die drei Theorien den nach der mole- 
kulardynamischen Methode berechneten Werten gegen- 
iibergestellt [15]. 

"0 02 04 06 0 6  
v,/v- 

Abb. 4. Abhangigkeit der Kompressibilitat PV/NkT vom Verhaltnis 
Vo/V. (V und VO sind die Molvolumen der Fliissigkeit bzw. der dich- 
testen Kugelpackung). Kurve I: Tunneltheorie; Kurve 11: Zelltheorie; 
Kurve 111: Signifikante Strukturtheorie; 0 berechnet nach der mole- 
kulardynainischen Methode. 

Fur die thermische Zustandsgleichung stimmen die sig- 
nifikante Strukturtheorie und die Tunneltheorie sehr gut 
mit dem ,,Experiment" iiberein. Hinsichtlich der Uber- 
schul3-Entropie entspricht die Tunneltheorie noch etwas 
weniger gut als die Zelltheorie dem ,,Experiment", wo- 

0 L7 , , 

Abb. 5. AbhanGgkeit der UberschuD-Entropie vom Verhaltnis Vo/V. 
Kurve I: Tunneltheorie; Kurve 11: Zelltheorie; Kurve 111: Signiiikante 
Strukturtheorie; 0 : berechnet nach der molekulardynamischen Methode. 

0 4  0 6  0 8  10 
2f,n---, 

Abb. 6. Zur Abhangigkeit der Kompressibilitat einer zweidimensionalen 
Fliissigkeit vom Verhaltnis Uo/91. U und 2L0 bedeuten die Molflachen 
einer zweidimensionalen Fliissigkeit bzw. einer dichtesten Packung. 
Kurve 11: Zelltheorie; Kurve 111: Signifikante Strukturtheorie; 
0 : berechnet nach der molekulardynamischen Methode W0/U > 0.8 
entspricht einem zweidimensionalen festen Zustand). 

0 , L 

0 3  05 0 7  09 
21,/2L- 

gegen die signifikante Strukturtheorie sehr gute Uber- Abb. 7 Zur Ahhangigkeit der UberschuB-Entropie einer zweidimen- - _  - 
sionalen Flussigkeit vom Verhlltnis Uo/91. Kurve 11: Zelltheorie; 
Kurve 111: Signifikante Struktutheorie; 0 : berechnet nach der mo- 

einstimmung mit experimentellen Werten liefert. 
In den Abbildungen 6 und 7 werden die theoretische lekulardynamischen Methode. 

In diesem Fall wird eine zweidimensionale Tunneltheorie 
mit der Zelltheorie identisch. 

Eingegangen am 22. Januar 1965 [A 4561 
Ubersetzt von Dr. W. F. Schottky, Heidelberg 
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