nen. Die Bildungsreaktionen dieser Kerne haben sehr
kleine Wirkungsquerschnitte, so da3 nur wenige Atome
dieser Elemente entstehen werden, welche sich wahr-
scheinlich nur physikalisch identifizieren lassen werden
(Registrierung der Zerfallsprodukte in Kernphotoplat-
ten oder Glasdetektoren). Eine Massenzahlbestimmung
ist nach Ghiorso [62] durch Flugzeitmessung oder mas-
senspektrometrische Trennung der priméren RiickstoB-
atome denkbar. Bei der Zuordnung der Massenzahlen
fiir die schwersten Kerne ist man heute noch weitgehend
auf Analogieschliisse angewiesen. Eine chemische Ab-
trennung der schwersten Elemente wird wegen der kur-

zen Halbwertszeiten dullerst schwierig, vielleicht sogar
unmoglich sein.

Die Daten iiber Herstellungsbedingungen und Stabili-
tdt der schwersten Kerne wurden weitgehend durch Ex-
trapolation gewonnen, so dal3 Folgerungen zumindest
zum Teil als hypothetisch anzusehen sind. Trotz allem
besteht berechtigte Hoffnung, die Liste der heute be-
kannten Elemente noch zu erweitern,

Herrn Prof. Dr.W. Seelmann-Eggebert bin ich fiir zahl-
reiche Hinweise und Diskussionsbemerkungen zu Dank

verpflichtet.

Eingegangen am 4, Januar 1965 [A 452]

Fortschritte in der Theorie der Fliissigkeiten

VON DR. TERESA S. REE [*], PROF. DR. T. REE UND PROF. DR. H. EYRING

DEPARTMENT OF CHEMISTRY, UNIVERSITY OF UTAH, SALT LAKE CITY, UTAH (USA)

Es werden Theorien und Modelle besprochen, mit deren Hilfe Flissigkeitseigenschaften
berechnet werden konnen. Nicht diskutiert werden Methoden, welche Cluster-Integrale
oder radiale Verteilungsfunktionen zu Hilfe nehmen. Die der Zelltheorie sowie der Tunnel-
theorie und der signifikanten Strukturtheorie zugrundeliegenden Prinzipien werden behan-
delt und die Vorteile jeder der drei Theorien untersucht, indem theoretische und experimen-
telle Werte des Drucks, des Molvolumens, der Kompressibilitit und der Uberschuf-Entro-
pien realer Fliissigkeiten verglichen werden. — Die thermodynamischen Eigenschaften einer
zweidimensionalen Fliissigkeit aus ,,harten Scheiben* und einer dreidimensionalen Fliissig-
keit aus ,,harten Kugeln'* werden ebenfalls berechnet. — Es ergibt sich, daf} die signifikante
Strukturtheorie in allen Fillen die besten Resultate liefert.

Vorbemerkung [**]

Fiir den Chemiker ist eine vertiefte Kenntnis der Eigenschaf-
ten der Aggregatzustinde auch nach der theoretischen Seite
hin niitzlich. ErfahrungsgemilB ist dem Chemiker der rech-
nerische Umgang mit den dabei verwendeten Molekiilmo-
dellen aber nicht so vertraut wie dem Physikochemiker.
Darum seien einige Bemerkungen iiber das Prinzipielle
vorangestellt. Gerade wegen der Mittelstellung des fliissi-
gen Aggregatzustands zwischen geordneter Festphase und
ungeordneter Gasphase erfordert die rechnerische Behand-
lung des fliissigen Zustands spezielle vereinfachende Struktur-
modelle.

(Bei Gasen ist die Verwendung spezieller Molekiilmodelle
besser bekannt, z. B. zur Berechnung des zweiten Virial-
koeffizienten. — Aber auch die Koeffizienten der Transport-
phinomene konnen nur ermittelt werden, wenn spezielle An-
nahmen iiber die Molekiilmodelle gemacht werden.)

Im wesentlichen unterscheiden sich die Fliissigkeitsmodelle
durch ihre Potentialfunktionen, die eine Angabe iiber die mit
dem Abstand variierenden Anziehungs- und AbstoBungs-
krifte der Molekiile machen. Auf diese Weise werden die
sogenannten 6,12-Potentiale oder auch das Kasten-Potential
eingefiihrt. Ein ,,hartes'* Modell ist dadurch ausgezeichnet,
daB das AbstoBungspotential unendlich gro83 wird, wenn sich
ein zweites Molekiil einem betrachteten Molekiil bis auf den

[*] Gegenwirtige Adresse: Department of Chemistry, University
of California, La Jolla, Calif. (USA).

[**] VerfaBt vom Ubersetzer zur Herausstellung der prinzipiellen
Methodik des hier behandelten Arbeitsgebietes.
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Abstand des Molekiildurchmessers nihert; fiir dieses Modell
ist das Anzichungspotential Null.

Fiir Flissigkeiten werden im folgenden zwei Potentialmodelle
diskutiert, das 6,12-Potential nach Lennard-Jones und das
Potential einer ,,harten** Kugel.

Fiir jedes der beiden Modelle werden drei Annahmen tiber
die spezielle Struktur der Fliissigkeiten gemacht.

1. Die Zelltheorie, bei der die Nachbarteilchen eines zen-
tralen Molekiils als uiber eine Kugel von gegebenem Radius
gleichmiBig ,,verschmiert** angesehen werden.

2. Die Tunneltheorie, die eine Modifizierung der Zeli-
theorie fiir eine Dimension darstellt.

3. Die ,;signifikante” Strukturtheorie, die der Fliissig-
keit festkorperihnliche und gasidhnliche Freiheitsgrade zu-
ordnet. Hierbei werden allein diejenigen Bereiche des Phasen-
raums berticksichtigt, die maximale Beitrige zum Zustands-
integral liefern.

Der Versuch, Gase und Fliissigkeiten mit verschiedenen
Potentialmodellen zu beschreiben, erweist aber bereits eine
Erfahrungstatsache: Die meisten Stoffeigenschaften zeigen
sich beli geeigneter Wahl der Parameter als relativ unempfind-
lich gegeniiber dem benutzten Potentialmodell.

In dieser Arbeit tiber Fliissigkeitstheorien werden die Potential-
modelle mit verschiedenen Annahmen iiber die Fliissigkeits-
strukturen an Hand der kritischen Konstanten fiir Neon,
Argon, Stickstoff und Methan diskutiert. AuBerdem werden
die Werte der Schmelz-Energie und Schmelz-Entropie fiir
Argon berechnet.
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A, Einfithrung

In dieser Arbeit sollen die Gittertheorien, die zur Be-
schreibung des fliissigen Zustands entwickelt wurden,
dargelegt werden. Hierher gehdren die Freie-Volumen-
oder Zelitheorie [1,2], die Tunneltheorie (3], welche die
Zelltheorie verbessert, und die signifikante Struktur-
theorie der Fliissigkeiten [4]. Die beiden ersten Theorien
legen mehr Wert auf eine prinzipielle Beschreibung des
Problems [5, 6], wihrend die letzte offensichtlichere phy-
sikalische Bedeutung hat. In allen drei Theorien werden
Annahmen beziiglich der Zustandssumme Zy; gemacht,
die mit der Helmholtzschen Freien Energie A durch
Gleichung (1) verknlipft ist.

A=—kTn Zy (1

Thermodynamische Gréflen wie Druck P, Innere Ener-
gie E und Entropie S koénnen aus der Helmholtzschen
Freien Energie A abgeleitet werden:

_ dA
- (SV>T
dA
§=- <S"F)v
VA
b=k [ﬁ' (ﬁ")}v @

Zunichst wollen wir die Formulierungen fiir Z in den
verschiedenen Theorien sowie die Voraussetzungen dazu
besprechen. Dann werden die daraus folgenden Zahlen-
werte mit den experimentellen Werten verglichen.

B. Theorien

1. Die Zelltheorie oder Freie-Volumen-Theorie

Die Zelltheorie wurde von Eyring und Hirschfelder (1}
sowie von Lennard-Jones und Devonshire [2] entwickelt.
Diese Autoren nehmen an, daB ein Molekiil in einer
Fliissigkeit die meiste Zeit in einer Zelle weilt, die durch
im Gleichgewichtszustand festgehaltene Nachbarmole-
kiile gebildet wird. Ferner wird —um die Berechnung des
freien Volumens zu vereinfachen — angenommen, daB
die z nidchsten Nachbarn als gleichmédfBig iiber eine
Kugeloberfliche ,,verschmiert™ beschrieben werden

[1} H. E}:ing, J. chem. Physics 4, 283 (1936); H. Eyring u. J. O.
Hirschfelder, J. physic. Chem. 41, 249 (1937).

[21 J. E. Lennard-Jones u. A. F. Devonshire, Proc. Roy. Soc.
(London) A 163. 53 (1937).

[3a] J. A. Barker in J. S. Rawlinson: The International Encyclo-
pedia of Physical Chemistry and Chemical Physics. Topics 10,
The Fluid State. Vol. 1, Lattice Theories of Liquid State. McMil-
lan Comp., New York 1963.

[3b] J. A. Barker, Proc. Roy. Soc. (London) A 259, 442 (1961).

[4] H. Eyringu. T. Ree, Proc. nat. Acad. Sci. USA 47, 526 (1961);
H. Eyring u. R. P. Marchi, J. chem. Educat. 40, 526 (1963);
H. Eyring, T. S. Ree u. T. Ree, Int. J. Engng. Sci. I, im Druck.

[5] J. G. Kirkwood, J. chem. Physics 18, 380 (1950).
[6] H. S. Chung u. J. S. Dahler, J. chem. Physics 40, 2868 (1964).
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diirfen, wobei der Kugelradius dem Abstand a zum
nidchsten Nachbarn entspricht. Dafiir lautet die Ver-
teilungsfunktion (Zustandssumme) Z; gemifB Gleichung
(3), mit A = h/(2rmkT)"2, J(T), der Verteilungsfunktion
fiir die inneren Freiheitsgrade eines Molekiils, und dem
freien Volumen v; [Gl. (4)].

z NV(a)

Zy= A WNexp [— -

5 TFJVF s 3

v (r)—‘F(a)]d;» @

Y= €X -—
£ V/Ze]le p[ “ kT

In Gleichung (4) bedeutet V' Wechselwirkungsenergien
zwischen zwei Teilchen,

II. Tunneltheorie

Die Tunneltheorie ist eine Zelltheorie fiir eine ein-
dimensional ungeordnete Zelle und wurde von Bar-
ker [3] vorgeschlagen. An Stelle eines Molekiils im
Innern einer Zelle wird bei der Tunneltheorie ange-
nommen, daB} sich eine ganze lineare Anordnung
von Molekiilen in einem Tunnel befindet. Die Zu-
standssumme oder das Zustandsintegral ist das Pro-
dukt der Verteilungsfunktionen fiir longitudinale und
transversale Bewegungen. Die Verteilungsfunktion (5)
fir die Longitudinalbewegung ist eindimensional

M 1 M M
Zy=2 [M' f "'Of exp

]

U
—~ Tc(%)} dxg ~~-dxM] )

und kann exakt berechnet werden, wobei U (_;) die
potentielle Energie des eindimensionalen Systems
von M Molekiilen der Linge ‘M ist. Wenn K sol-
cher Tunnel in einem System existieren, dann wird
die Verteilungsfunktion mit Zﬁ wiedergegeben.

Die Zustandssumme fiir die Transversalbewegung kann
in Termen einer ,,freien Fliche* a; berechnet werden, die
vollstindig analog zum ,,freien Volumen* im Zellmodell
ist. Deshalb lautet die gesamte Zustandssumme (6)

- V@) N
Zy=X *N [af'exp (~ m) ] 'Zﬁ N 6)

mit
> > 1 ~>
ag = fexp{~[V(r)-V(a)J/kT}dr 0

In Gleichung (7) ist V(?) die potentielle Wechselwir-
kungsenergie eines gegebenen Molekiils in einer Ent-
fernung?von der Tunnelachse. Die Summation er-
streckt sich dann iiber alle Molekiile mit Ausnahme der-
jenigen innerhalb des Tunnels.

II1. Die signifikante Strukturtheorie der Fliissigkeiten [4]

Die von uns entwickelte signifikante Strukturtheorie der
Flissigkeiten lduft darauf hinaus, a priori diejenigen
Bereiche des Phasenraums auszuwihlen, die den groSten
Beitrag zum Zustandsintegral liefern, und die {ibrigen
Bereiche des Phasenraums zu vernachlissigen. Die
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,.signifikanten‘ Strukturen, die wir fiir den fliissigen Zu-
stand gewihlt haben, sind die drei folgenden:

(a) Festkorperdhnliche Freiheitsgrade,

(b) Eine Konfigurationsentartung, verbunden mit fest-
korperihnlichen Freiheitsgraden,

(c) Gasidhnliche Freiheitsgrade fiir Molekiile, die Leer-
stellen in festkorperdhnlichen Bereichen hervorrufen.
Unter der Annahme, daf3 die Bindungsenergie der Fliis-
sigkeit den festkorperdhnlichen Freiheitsgraden allein
zugeordnet werden kann, ist der Bruchteil der festkor-
perdhnlichen Freiheitsgrade V/V. V, ist das Volumen
des FestkOrpers am Schmelzpunkt und V das Fliissig-
keitsvolumen, Dann folgt die Verteilungsfunktion (8).

N VSN[Z N(V-—-V)/V

Zyy = {Z[l+n, exp(—e /kT)I} ol 8
n, ist vermutlich proportional zur Gesamtzahl der Lo-

cher in der Fliissigkeit, und es gilt

ny = n(V=V)/V, )

Um eine entartete Position zu besetzen, ist eine zur
Gitterenergie E_ proportionale Energie £, notwendig;
diese Energie ist zudem umgekehrt proportional zuny,.
Es folgt Gleichung (10),

g, = a’Ech/(V—Vs) 10)

in der a’ eine Konstante ist. In Gleichung (8) sind Z, und
Z, die Zustandsintegrale fiir den Festk&rper bzw. das
Gas.

C. Berechnungen

Um numerische Ergebnisse zu erhalten, werden wir
zwei spezielle Potentialfunktionen in die Zustands-
gleichungen einfiihren:

I. Das 6-12-Potential nach Lennard-Jones

Fiir die Wechselwirkung einfacher sphérischer I)eilchen
wie Argon ergibt sich die potentielle Energie V' (r ) nach
dem 6-12-Modell von Lennard-Jones.

12 6
w2 )
T r
Hierbei sind £ und o die nach Hirschfelder [7] tabellierten
Energien bzw. Abstinde. Mit dem 6-12-Potential wird

die Verteilungsfunktion fiir die drei Theorien folgender-
malen dargestellt:

11

1. Zelltheorie

Fiir hexagonal dichteste Kugelpackung gilt:

z=12
V/N = a2 (12)

[71 J. O. Hirschfelder, C. F. Curtiss u. R. V. Bird: Molecular
Theory of Gases and Liquids. John Wiley, New York 1964,
S. 1110—1113, 1212—1215.
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Mit Gl. (11) und (12) ergeben sich ¥ (a) und v; in Glei-
chung (3) zu

1) 65[1,0109 3 2,4090] (13)

2 v Ty
und
vi=2}2 (V/N)G,
wobei
v* = V/Nog3
und
0,30544
G= [ y'"Pexp{-~2l¥()-¥@)KT}dy (14)

o

Der Ausdruck ¥(y)—W(a) in Gleichung (14) wird dar-
gestellt durch

L(y) , M)
2P )—F @)= 12¢ l ki ] , (15)
wobei
1 1 2 1
= — = = 1=
L) = 10) + 15 (2 y) + 2 ( ! y)
1 1 2 1
M(y) = m(y) + —iém<3~y) +2m (? y>
und
I(y)= (1 + 12y + 25,2y2+ 12y3 + y4) (1-y)"10— 1,
mit
m(y)= (1 + y) (1-y)™* -1 (16)

und

In den Gleichungen (13) und (15) werden auch Wechsel-
wirkungen beriicksichtigt, die nicht von unmittelbaren
Nachbarn herriihren. Dann erhilt mit Gleichung (1) die
thermische Zustandsgleichung fiir die Zelltheorie die
Form (17), wobei T* = kT/¢ ist.

Vo _1,%{2’4090 _&219] _48 [i Em _ 1 iL] an
NkT T*| v*2 v*4 T* |v¥2 G v* G

Der ,,UberschuB3** einer GréBe ist als Differenz zwischen
realer und idealer GroBe definiert. Die reduzierte Uber-
schuB-Entropie betragt so S®/Nk und die reduzierte
UberschuB-Energie EE/Ne. Fiir die Zelltheorie erhilt

man aus den Gleichungen (2) und (3)

E

S _ G 121 & 1 Sy

— =1n|2l3x — | = =2 — = 18
Nk n[vz“e]+T*[v‘4G 2 G] 49
und

EF 6 f10100 24090] 121 e 1 em (19
NKT T*| v*  v*2 | T*|y"G “v2 G

In den Gleichungen (18) und (19) bedeuten:

0,30544
= [ y172 L(y)exp{—[¥'(y)—'F (@)]/kT}dy

o

20

0,30544 @0

g = f y12 M(y)exp{~[¥'(y)—F(a)]/kT}dy
o

Die Werte fiir G, g und gy, wurden von Wentorf tabel-
liert [8].

[8] R. H. Wentorf, R. J. Buehler, J. O. Hirschfelder u. C. F. Cur-
tiss, J. chem. Physics 18, 1484 (1950).
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2. Tunneltheorie

Die eindimensionale, nach Gleichung (5) definierte Zu-
standsgleichung kann geschrieben werden als:

1 M. Ar* 4 c\12 6\6
— =l N — - 2
In(Zy\™") RT + T [0,0003 (I ) 0,0173 ( ] ) ] 21)

Der zweite Term auf der rechten Seite von Gleichung
(21) enthidlt die Helmholtzsche Freie Energie fiir die

0]

E./RT /T\3 —eo/kT NV /V 3/2 N(V—-V)/V
ZN=[e ) <7> <l+nh'e ° )J(T)} ; {(2’@‘1) / (V—VS)J(T)] ;

Wechselwirkung nicht-nidchster Nachbarn, der erste
Term die Helmholtzsche Freie Energie der Wechsel-
wirkung nichster Nachbarn. Es ist

* Pll ©
Apt=— k,T,—lan exp{~[‘F(x)+P1x]/kT}dx] (22)

P; ist der eindimensionale Druck, der mit dem zwi-
schenmolekularen Abstand I durch Gleichung (23) ver-
kniipft ist.

@0
[ x exp{~[¥()+Pix)/kT}dx
(== @23)
[e9]
[ exp{~[¥(0+Prx]/kT}dx

o

Dabei wird eine hexagonal dichteste Kugelpackung mit
Gitterabstand a angenommen, um V(a) und a; in Glei-
chung (6) zu ermitteln. Dann ergeben sich mit den Glei-
chungen (26) bis (27b) die Beziehungen (24) und (25).

vV s
Jo=12 g2 2
Ny A @4
V(a)/kT == 4,652C - 7,925B (25)
4ca (a\6 4ea (o\12
B=-""|—];C=-_ 26
IkT(a) $C IkT(a) @6
ag=2az$s 27)
0,52 i
’ V(y)—V(a)
S=2 — YL _Y | yd 27a
T f exp [ | Y (272)
y=r1/a (27b)

Aus den Gleichungen (1), (6) und (21) bis (27b) erhilt
man die thermische Zustandsgleichung (28).

v Vo )4 S 1 [Vo)\2 s
P ! ( °) (20,938+9~9>—W< °) (23,880+6—SB)

NKT _ T*\V s/ T \v
0,3497 (VI\~1/3 2
i 28
W (V ) ts 28

Hierbei wurde 1 =a = g (2V/}/3 V(,)’/J gesetzt. Die Werte
fiir S, Sy, Sc und W sind von Barker [3b] tabelliert
worden,

dS JS kT

= _- Se=——, und W= 29
B’ €T Ty M Pio @9

3. Signifikante Strukturtheorie
der Fliissigkeiten

Fiir einfache Fiissigkeiten [*] folgt das Zustandsintegral
aus der Strukturtheorie gemiB Gleichung (30).

Die ersten beiden Klammerausdriicke der Zustands-
funktion entsprechen dem ,,Festkrper-Term, der letzte
Ausdruck dem ,,Gas“-Term. Hierbei ist J(T) die Zu-
standssumme fiir die inneren Freiheitsgrade. E_ ist die

HQ,‘L?T G0

Konfigurationsenergie und kann durch Gleichung (31)
ausgedriickt werden.

z Vg \72 Ve V7!
E.=_N A I 5
e= 5 5[2,409()( 63> 1’0109<N03> } (31)

Die Wechselwirkungsenergie nach Gleichung (11) ist fiir
den kleinsten Teilchenabstand a im Festzustand am

kleinsten, Wir erhalten dann
2i6g=a (32)

Gleichung (32) gibt, auf die hexagonal dichteste Kugel-
packung angewendet, Beziehung (33).

V,=Nay/}j2 =Na> (33)

¢ in Gleichung (30) ist die charakteristische Temperatur

nach Einstein:
hy h 1 k(12
O= "= -7 34
k k 2m (m) 39

Die Kraftkonstante k. 14Bt sich mit Hilfe des 6-12-
Potentialmodells durch Gleichung (35) annihern.

k. 12/2 & Z [F()—Y(a)] (35
Damit wird

No3\* Ng3\? Vi \[2?
= =2/ 22,106 —-- | —10,559( — -5 6
k, = 2z¢0 { .1 (V ) 10, (V ) ]{1.414(1\103)} (36)

s s

Die GréBen n und a’ in den Gleichungen (9) und (10)
betragen 10,7 bzw. 0,0052 fiir einfache Fliissigkeiten und
konnen auf folgende Weise bestimmt werden:

Nahe dem Schmelzpunkt wird der Bruchteil der z nich-
sten Nachbarpositionen, die fiir die Belegung zur Ver-
fiigung stehen, gleich z(V,,~V,)/V .. Es gilt also die Be-
ziehung (37). V, ist das Fliissigkeitsvolumen bei der
Schmelztemperatur.

AV, ~VIIV =@V V) (Vo—VIIV, =0 (V ~VIV, (37

Fiir einfache Fliissigkeiten, die am Schmelzpunkt gegen-
iiber dem FestkOrper ein ungefihr um 129, grofleres
Volumen haben, erhilt man so

n=2zV /V =12/1,12=10,7 . (8)

[*] Unter ,,einfachen* Fliissigkeiten versteht man z. B. fliissiges
Nz, Clz, Fz und CH4.
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Nun wird die Proportionalititskonstante a’ berechnet.
Bei der Besetzung einer Liicke in einer Fliissigkeit kon-
kurrieren die Nachbarn dieser Liicke miteinander. Ein
Molekiil kann andere von einer Liicke fernhalten, sofern
es unter hoherem Druck steht, d.h. wenn seine Trans-
lationsenergie grofer als die seiner Nachbarn ist. Die
durchschnittliche translatorische kinetische FEnergie
eines festenn Molekiils ist (3/2)kT. Wenn sich ein Molekiil
flir die gleiche Zeitdauer auf jeder von zwei Nachbar-
positionen aufhalten kann, so wird die Energiedichte
auf die Hilfte reduziert und der effektive Druck gleich-
falls. Wenn nun ein Nachbarmolekiil andere Nachbarn
mit mittlerer kKinetischer Energie von einer Liicke fern-
halten will und dabei seine alte Position beibehilt, dann
muaf eine Energie von (3/2)kT fiir die Besetzung der
alten Position und eine Energie von (1/2) (3/2)kT zum
Freihalten der Liicke aufgebracht werden. Da (3/2)k
nahezu die Schmelzentropie eines festen Edelgases ist,
und da ferner (3/2)kT nahezu der Schmelzenergie E_ /N
entspricht, kann die Naherungsgleichung (39) verwendet
werden.

aBVs  n—i 1
Vm-V, z 2 m™ ;3 (39)
Der Faktor (n—1)/z riihrt daher, daBl (n—1) konkurrie-
rende Molekiile je einen Bruchteil 1/z zur Liickenbil-

4, Resultate

In den Abbildungen 1 und 2 vergleichen wir den redu-
zierten experimentellen Dampfdruck (P* = Po3/e) und
das reduzierte experimentelle Volumen (V*) fiir ein-
fache Fliissigkeiten wie Ne [9,10], Ar [11], Ny [9,12]
und CHy [11,12] mit den aus den drei Theorien berech-
neten Werten,

(%}

~

log [P* 10*)—=

1 ) 1 Lo
08 10 12 14 16
NTF—

Abb. 1. Experimentelle und berechnete reduzierte Drucke, aufgetragen
gegen die reziproke reduzierte Temperatur, Kurve I: Tunneltheorie;
Kurve 11: Zelltheorie; Kurve II1: Signifikante Strukturtheorie.

W0r
dungsenergie (1/2) (3/2)kT beisteuern. Auf der rechten
Seite von Gleichung (39) ist die Nidherung (39a) beriick-
sichtigt worden.
E, ~ E(V,,-VIV,, (39a)
Es folgt dann Gleichung (40): ]
. — Q
wr= "1 VeV Vi Vs g 0052 (40) T o A PR
z 2 Vm \'A = o Ne
041 exp
o CH, .
Mit einer Kombination der Gleichungen (31), (32), (33), a N, qaoé
(36), (38), (40) und (30) und unter Verwendung der Oa'
Stirlingschen Néherungsformel fiir [N(V-V)/N]! er- D21 d?é’
halten wir Q)@@
o,
r 2 eV N e 8,388/T* [ T* \32 0,0436 |N/V* o
Zy = | FFEDYE Y iy TS i [+ 10,7(V*~—1)exp——-~—~—} 0 Lome me—t :
h3 N ev* 3501/ | T*V*=D| @1 07 09 1 13
. ) [A1562 T —
Druck, UberschuB-Entropie und Uberschuf-Energie
fiir die spezielle Strukturtheorie von Fliissigkeiten koun- Abb. 2. Experimentelle und berechnete
di Zustandsint 1(41) den: reziproke reduzierte Molvolumina, aufge-
nen aus diesem Zustandsintegral gewonnen werden: ragen gogen die reduziecte Temperatur.
PV 8.388 InV* 3 T* 1 0.0436 Kurve I: Tunneltheorie; Kurve I1: Zell-
T - R I In | 1+ 10,7(V*—1 R theorie; Kurve III: Signifikante Struktur-
NKT vere T oys Tave s Ty T { +10,7VE-1) exp T*(V*—l)] theorie.
10,7 0,436 + T*(V*-1) “2)
T*(V*—1) 10,7(V*—1) + expl0,436/T*(V*—1)] - Aus der Zelltheorie und der Tunneltheorie ergeben sich
SE ! 0.0436 Dampfdruck und Volumen folgendermaBen: Das Vo-
Nk "y [1 + 10,7(V¥—Lyexp — T;E”V;‘—T)] lumen der fliissigen Phase beim Druck Null wird er-
halten, indem man in den Gleichungen (17) und (28) P
%‘,:%63 exp—[0,0436/T*(V*—1)] @ gleich Null setzt und nach V* aufldst. Im Gleichgewicht
+ 717—716:7\?;—1)exp~0,0436]?‘(v*41§ - [9] C. D. ;Iodgman: Handbook of Chemistry and Physics. 41.
Aufl. Chemical Rubber Publishing Co., Cleveland/Ohio, 1959 bis
_ LS (35,91)) 0,5 Inv* 1960, S. 612, 616, 2118, 2345 und 2353.
\& R v v* [LO} E. A. Washburn: International Critical Tables. McGraw-
Hill, New York 1926, Bd. 3, S. 20, 203.
und [11] F. Din: Thermodynamic Functions of Gases. Butterworths,
London 1961/62.
f _ 838  15T* [0,4665/V *Jexp — [0,0436/T*(V*—1)] (44) [12] Landolt-Bornstein, Physikalisch-chemische Tabellen. Sprin-
Ne \'Ad V* 1 + 10,7(V*—Dexp — [0,0436/T*(V*—1)] ger, Berlin 1923. Bd. I, S. 277, 282; Bd. II, S. 1336, 1354.
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zwischen einer Fliissigkeit und einem Dampf mufl die
Gibbsche Freie Energie F beider Phasen gleich sein:

F[ = Fg . (45)

Hierbei sind
F[ = A[ + PI VI
und

Fg=Ag+ P Vg

(die Indizes ,I* und ,,g* bezeichnen die fliissige bzw.
gasformige Phase),

Wenn fiir den Dampf das ideale Gasgesetz gilt, folgt

Vg = NKT/Py (46)

Mit den Gleichungen (45) und (46) erhilt man Glei-
chung (47), wobei die Bedingung V, > V| eingefiihrt
worden ist.

312
RTin (P/kT) = RTln anAkaW J(T)] + Al @7

Dampfdruck und Volumen nach der signifikanten Struk-
turtheorie erhélt man so:Im allgemeinen wird,wenn man
die Helmholtzsche Freie Energie A gegen V* auftrigt
und Gleichung (1) und (41) verwendet, eine Kurve mit
zwei Minima fiir die feste und die fliissige Phase ge-
wonnen wie die Isotherme in Abbildung 3 zeigt. Aus der

A/Ng —

L

Abb. 3. Verlauf der reduzierten Helmholtzschen Freien Energie in
Abhidngigkeit vom reduzierten Molvolumen (Isotherme).

Neigung der gemeinsamen Tangente an die beiden Kur-
venbereiche, die zur fliissigen bzw. gasfGrmigen Phase
gehoren, folgt der Dampfdruck. Der Tangentenpunkt
nahe dem Minimum, das zur fliissigen Phase gehdort, gibt
das Fliissigkeitsvolumen an, der Berithrungspunkt bei
groflerem Volumen das Dampfvolumen. Die Schmelz-
temperatur ist die Temperatur, bei der die Neigung der
gemeinsamen Tangente an die Minima fiir den festen
und den fliissigen Bereich P* = ¢3/e betrdgt, d.h. bei
P = 1 atm. In Tabelle 1 werden die aus der signifikanten
Strukturtheorie folgenden Schmelzeigenschaften mit den
experimentellen Daten fiir fliissiges Argon verglichen
[3a]. Die Ergebnisse nach den beiden anderen Theorien
werden fiir T* = 0,70 ebenfalls aufgefiihrt. In den Spalten
4 und 5 der Tabelle 1 werden die berechneten reduzierten
UberschuB-Entropien und -Energien bei Schmelztem-
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Tabelle 1. Aus den Theorien vorausgesagte und experimentell
ermittelte Eigenschaften am Schmelzpunkt.

Red. Red. Red. Red.
Methode Schmelz- Vo- UberschuB- UberthuB-
temp. lumen | Entropie Energie
T* v SE/Nk EE/Ne
Signifikante Struk-| 0,711 1,159 | —3,89 —6.19
turtheorie
Tunneltheorie 1,184 | —4,8 —5,9
Fliissiges Argon 0,701 1,178 | —3,64 —5,96
Theorie nach 1,037 | —5,51 —7,32
Lennard-Jones
und Devonshire
Festes Argon 0,701 1,035 | —5.53 7,14

peratur den entsprechenden experimentellen Werten fiir
flissiges Argon gegeniibergestelit [3a]. Der Vergleich der
Werte nach der Zelltheorie und fiir festes Argon besti-
tigt, daB die Zelltheorie eher einer Theorie fiir tiber-
hitzte Festkorper als einer Fliissigkeitstheorie ent-
spricht.
Die kritischen Konstanten erhdlt man, wenn man die
Bedingungen
QEPRV)p=0

und

(2P3V2) =0

berticksichtigt. In Tabelle 2 werden die kritischen Kon-
stanten fiir die drei Theorien mit den experimentellen
Werten einfacher Fliissigkeiten verglichen [13]. Die
Ubereinstimmung zwischen den Experimenten und der
speziellen Strukturtheorie ist weit besser als fiir die

Tabelle 2. Experimenteil bestimmte und nach den Theorien
berechnete kritische Konstanten.

* -

Methode T Pl v (PV/RT),

s}

Experimentelle Mittelwerte fir | 1,277 0,121 | 3,09 0,262
Ne, Ar, Ny, CHy4
Signifikante Strukturtheorie 1,306 0,141 3,36 0,362
Tunneltheorie 1,07 0,37 1,8 0,6
Theorie nach Lennard-Jones 1,30 0,434 1,77 0,591
und Devonshire

beiden anderen Theorien. Die Werte nach der Tunnel-
theorie stimmeq etwas schlechter mit den Experimenten
iiberein als die der Zelltheorie. Mit ziemlicher Sicherheit
ist die Ursache in der nach der Tanneltheorie lediglich
als eindimensional angenommenen Bewegung zu suchen.

II. Das Potential einer unelastischen Kugel

Das Potential einer unelastischen (harten) Kugel hat die
in Gleichung (48) angegebenen Grenzwerte (d = Mole-
kiildurchmesser). Dieses zwischenmolekulare Potential

OI) = o
@ =0

r<d
r=d (48)

ist von groBem theoretischem Interesse, weil die auf ihm
beruhenden Berechnungen relativ einfach sind und weil
man mit Computern nach der Monte-Carlo-[14] und der

[131 T. L.rHill: Statistical Mechanics. McGraw-Hill, New York
1956, S. 398.

[14] W. W. Wood, F. R. Parker u. J. D. Jacobson, Nuovo Ci-
mento Suppl. 9, 133 (1958).
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Molekulardynamik-Methode [15] fiir Systeme aus ,,har-
ten‘“ Kugeln oder ,harten* Scheiben Daten berech-
nen kann., Deshalb liefert dieser Potentialansatz eine
gute Moglichkeit, die Fliissigkeitstheorien zu priifen.

{. Zelltheorie

Fiir ,harte’* Kugeln wiirde das freie Volumen eines
Teilchens einer Kugel vom Radius (a—d) entsprechen.
Dazu wurde die Ndherung mit ,,verschmierten‘ Nach-
barteilchen verwendet (vgl. Abschn. B.I). Gleichung(3)
geht dann in Gleichung (49) iiber.

4 N
Zy= [1—3 3 -rr(a—d)3] 49

Die thermische Zustandsgleichung und die Gleichung
fiir die UberschuB-Entropie lauten dann

PV 1

NKT ~ 1-(V jW)ifs ©0
und

s® 4m)2’ Vo \1313) PV

ﬁf’“{' 3 {k(-v) | —l+In s (51)

wobei V, = Nd3/J2' das Molvolumen fiir hexagonal
dichteste Kugelpackung ist.

In Analogie zur Beziehung fiir ein dreidimensionales
System erhilt man das Zustandsintegral fiir ein Modell
zweidimensionaler ,,harter‘ Scheiben zu

Zy = D2 na—opI™ G2

Dann ergeben sich die thermische Zustandsgleichung
und die Gleichung fiir die UberschuB-Entropie zu

™ 1

NeT ~ 1@/ ©3
und

sE 2n Ay \ 122 19

NE = 7 [1— ( QI‘) J -1 +ln(m> 54

Hierbei sind % und A, = (¥ 3'/2)Nd2 die ,,Flache* pro
Mol allgemein, bzw. die der dichtesten Packung.

2. Tunneltheorie

Mit dem Potentialansatz fiir ,,harte‘* Kugeln erhilt man
aus Gleichung (5) die Beziehung (55).

z, = eM—-ayM (55)

AuBerdem fiihrt a; in der Beziehung fiir Zy [vgl. GL (6)]
unter Annahme ,,verschmierter Nachbarteilchen auf
Gleichung (56).

(1957); 31, 459 (1959); 33, 1439 (1960); Nuovo Cimento Suppl. 9,
116 (1958).
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ap= m(a—d)2 (56)
So resultiert
Zyg= 2" Nixta—dp-del¥ 57

Fiir die Tunneltheorie lauten dann die thermische Zu-
standsgleichung und die Gleichung fiir die UberschuB-

Entropie
PV 1
NKT  1-[J32° -V V)53

BT e

In den Gleichungen (58) und (59) wurde die Bedingung

2 V\1/3
S

(58)

und

eingefiihrt.

Die Gleichung (60) erhdlt man, indem man den Extrem-
wert des Ausdrucks (57) unter der Nebenbedingung (24)
ermittelt.

3. Die signifikante Strukturtheorie

Henderson [16] benutzte fiir Z in Gleichung (8) die Zu-
standssumme nach der Zelltheorie an Stelle der Ein-
steinschen Zustandssumme. Dies ist theoretisch erlaubt,
da die Zelltheorie besser fiir metastabile Festkorper als
fiir Flussigkeiten gilt. Die Zustandssumme, das Zu-
standsintegral, fiir ,,harte** Kugeln lautet dann

v N \Y (G/2yNV,/V
Zy= [1—3 eN} [0,00967(8—11 T;’)] ¢ 61)

In Gleichung (8) wurden n = 12 und V, = 1,5 V,, einge-
fiihrt; der ve-Wert fiir Vi = 1,5V, wird durch Inter-
polation der von Buehler [17]tabellierten Werte erhalten.
Die Beziechung V, = 1,5 V, wurde von Wood und Jacob-
son [14] sowie Alden und Wainwright [15] aus maschinel-

PV o3 (Yo, ! Yo\l L 3 1I(Ve/Vp2
Ner =l (v ) In l0,00967[8 ”(7)]] +3 811V, /V)

len Berechnungen gewonnen. Damit muf3 man die ther-
mische Zustandsgleichung gemif3 Gleichung (62) schrei-
ben und die UberschuB-Entropie gemiB Gleichung (63).
o
=3V In [0,00967(8—-11 vQ)] -
\'% \'%

3 I(Ve/VP2 )

1l - 2Ye 1 lo00os7(s—11 Yo |4 3 1Vo/M2
In {1 =25 In 000967(8-11 2 )|+ &L (69

(

Wang [18] benutzte die spezielle Strukturtheorie zur
Berechnung des Zustandsintegrals ,,zweidimensio.aler
Scheiben:
eA |N N /A
Zy= [1‘2 FJ [0,02358 (65 QIS/QI)J (64)

[16] D. Henderson, J. chem. Physics 39, 1857 (1963).

[17] R. J. Buehler, R. H. Wentorf, J. O. Hirschfelder u. C. F. Cur-
tiss, J. chem. Physics 19, 61 (1951).

[18] Y. Wang, T. Ree, T. S. Ree u. H. Eyring, J. chem. Physics
42, 1926 (1965).
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I ist als die ,,Fliche‘ eines ,,Mols einer Fliissigkeit har-
ter Scheiben‘‘ angenommen worden; %, ist die entspre-
chende Grofle fiir die feste Phase, wenn a; = 0,05552a2
und n = 6 eingefiithrt werden. Die Gleichungen fiir den
Druck IT und die UberschuB-Entropie SE lauten dann

b1 Ay Ay
Niep — 11312 o In ‘0,02358 ((6*6,56 WQTHJF
9, \2 5
312 2o g

%Lw%>hﬂ%%ﬂ %)
und
-Sf—-—ln ua + 1,312 %o In {0,02358 { 6—6,56 %o (66
Nk~ NeT Yoo Y ST )

In den Gleichungen (65) und (66) wurde die Beziehung
A, = 1,312 Y, als Ergebnis maschineller Berechnungen
eingefiihrt [15].

4, Resultate

In den Abbildungen 4 und 5 werden die berechneten
Ergebnisse fiir die drei Theorien den nach der mole-
kulardynamischen Methode berechneten Werten gegen-
tibergestellt [15].

12+

PVINKT

U i i % J
0 02 04 06 08
Vo /V—=

Abb. 4. Abhingigkeit der Kompressibilitit PV/NKT vom Verhiltnis
Vo/V. (V und Vg sind die Molvolumen der Fliissigkeit bzw. der dich-
testen Kugelpackung). Kurve I; Tunneltheorie; Kurve II: Zelltheorie;
Kurve III: Signifikante Strukturtheorie; O berechnet nach der mole-
kulardynamischen Methode.

Fiir die thermische Zustandsgleichung stimmen die sig-
nifikante Strukturtheorie und die Tunneltheorie sehr gut
mit dem ,,Experiment* iiberein. Hinsichtlich der Uber-
schuB3-Entropie entspricht die Tunneltheorie noch etwas
weniger gut als die Zelltheorie dem ,,Experiment®’, wo-
gegen die signifikante Strukturtheorie sehr gute Uber-
einstimmung mit experimentellen Werten liefert.

In den Abbildungen 6 und 7 werden die theoretische
Zustandsgleichung und die theoretische Uberschuf-
Entropie eines Systems aus ,,harten Scheiben* mit den
Resultaten maschineller Berechnungen verglichen [15].
In diesem Fall wird eine zweidimensionale Tunneltheorie
mit der Zelltheorie identisch.
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Abb. 5. Abhingigkeit der UberschuB-Entropie vom Verhiltnis Vo/V.
Kurve I: Tunneltheorie; Kurve II: Zelitheorie; Kurve III: Signifikante
Strukturtheorie; O: berechnet nach der molekulardynamischen Methode.
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Abb. 6. Zur Abhingigkeit der Kompressibilitit einer zweidimensionalen
Fliissigkeit vom Verhaltnis %,/ W und A, bedeuten die Molfiichen
einer zweidimensionalen Flissigkeit bzw. einer dichtesten Packung.
Kurve II: Zelltheorie; Kurve IIT: Signifikante Strukturtheorie;
O berechnet nach der molekulardynamischen Methode (/% > 0,8
entspricht einem zweidimensionalen festen Zustand).

ol
L
T
U 1 L 1
03 05 07 09
Ap/A—=

Abb, 7 Zur Abhingigkeit der UberschuB-Entropie einer zweidimen-
sionalen Fliissigkeit vom Verhiltnis 2,/% Kurve II: Zelltheorie;
Kurve III: Signifikante Strukturtheorie; O : berechnet nach der mo-
lekulardynamischen Methode.
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